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Schur decomposition of complex Hessenberg matrix

�(¢¤îP�Y�E� é0¢¤�.�h¢¤ëX���C¡CêHë � �/í�êT¡CêH�. PìEíy�Mô)¡}��ìP� � �C¡CêH�. �êH��¢ íy¢¤êHëIê#���T¡CêH�. P£¤�fð.ñ^�
�y���Cë�ò��C�yî!�X��íy��¢ ð2êHëI�#ë34�0� ø ê-���
�0�.ôE� ø ìP�y¢¤ëPî2¢¤ëP¡C���
�#�y¢¤ëPî!£ö�#�yîH�
�0 P�yê)¡C�C���yêH�^îH�y¢ � �h�#�híy�P�`êH� � �C�^ê#��íy�P�`�X��íy��¢ ðX¢¤ëP¡C���
�#�y�
�
�

Ò Æ Ë ae^ Ë ¦�Ú Þ ]�^ Õ Å�Ü/Á=ÛXÅ2Ó�Ö
Z �(��1e',���#����������$&����'(���&u s($# ;7,�<�(�)$&����'"�;�
	��-	���� �-��7��-	��(�Åpw|js�tQu�v�xJ ,���@D"�)���m	���'(���&B
�����;�-�E�%D"���-�)� ���%�� (�As�$��jihZ:�/ZIWBk $&�����epQrQs�tQu�v�x4V¦E.�)�-7(�����21!�����5�- (�?1.��*3���Kpw|js�tQu�v�x
���"�Y�
 (�?1!�)�@�� ,�?�:�- (	��:�-��7��-	��(�=��$������E�.�(	�$&����O<1.	U�� Y�- ,�=�67(�=D4���:��*M'(����$&�E�-�-���#��V.s6�)>����#���
��7(u6	���	����-Oþ�-7(D(����7���	��,�)�
1F�)�-�<���)>�������'4�)�«�-� �-7('('4���-���- (	����-��7��-	��(�@�- "�?� 1.	����.D4�<7,�
��*37(�
��7(���-	����5�� (�A�-$���'4�L��*�p |�s�tQu�v�x�V
df�%���(�(	U��	����0_;�=',���#���������(�)	������6>��E$H�-���T$�����$�7(���?�-	���������7(�-	��(�cpw|j}�xQ~Q� �L12���T�(��>��)����'"�E�
*3���

$&����'(����u%7('('4���2���-	����,��7(�����2���?���-	�$&�E��V`ZX���-�,_(�
�(��1 >��)���-	����%��*9pw|�sjtQ}Qx?>A12���2���)>��)����'"�E�
�- "�?�I7,�-�)�:�-$)����	��,���-�%$����;�-�����0'4�������;�-	����^�?>��)�p�,�?1LVBfX�?1!��>����E_wpw|js�tQ}Qx?>
�-�Ea�7,	����)�2*37,�
�� (���
1!�������-��	��
',�-�?>��:	����X��$�������D(	���	��CO�V
]2 (�)�-�R$��6�(�)�
����� '(����'4���-�)� ���,��	U��	����,�=�-�K�Q*37��-7,�-�R�-�)���E���-� ��*.�� (�<s($���i^ZI�/ZIWBk ��	UB

D(�#����O�V ¹
Ô é�ê!êHò)í}�#¢¤ëL�F¡
êH &�:ê#��í��P�`¡Cê � �C�-õ� P£¤�
�#�y�`���Cë � �'(Ù�X�#¢¤£�íyê.�L�#���.�M�P���#�P�f�5��íh�2���#�P�f�P�^�/�C�-� �P �¡H� �.¢¤£��



� Ø � ÙµÚ�Û �XÜF�
ÝÕfÖ0×ÙØ0Ú0ÛÀÜ�Ý�Þ-ß{à=ÝyØ?á-â
]2 (�I��7��- ,���M�� ,���,�6�B´5�-�)�µfX�)�(�-O
*3���M (	��F����>6	�$��.�)������O9	����- (	��F'(�-���C�)$&�)V�]2 (�I��7(�- (���F�����-�
�- "���(���Xc5���Yc:7S:4O<���"�q� 	�����	���� �S�����%*3���X�- (�)	��I$����������;���)VT�`����������������7(�,�.1!�����L�����(�
���N�- (� sw´5d�Ä:�-	���	�� x o�o�o,_"dCj2[ s�� x _/���,�KdCj2[ ���?1!���#p s�[Q� �?�5�- (��r=V s�V0ZI�-�9OgÁM��B
��	��(�)���]E.�E�
�E���#$# @���,�<cI�)>��)����'(�����;�5WF���;�-�)� w Á!EXcLW z [Q���C���Is6 ,���-�E�#E.�)�-��7(�#$&�=WF�)�������
w [KsSEXW z V/]2 (	��:1!�����<1!���I�-7('('4���-�-�E�Q	��N',���
�5D;OQ�%���#���;�:��*T$&���
',7��-�)�:��	����9*3�-��� �- (�
c:��c fI	��� <���)�
*3���-�����,$&�AWF����'(7���	��,� [Y���������(	�°)�?��	����@�T�-�����#��� �?�.�� (�¯ÁãEXc�W§[NsSEXW:_
³I	�$#���
D,7(�-�"_�[Ns�V

Û�8�8+Ü ^ Þ ] ä
ÛXÆe¦ ]¤Ö _¬a5Ç Ë a Þ Ü(Ö
Z ��	��
�h��*��������- (�F$&�����)�h����>�������'4�)�5*3����� �� (	��01!�����I	��0��	�>��)��D"�)���?1S1.	U�� =�- (���-�h���)��$&��	�'��-	����,�
*3���5�)��$# 0V5WF�����E�X�� ,�?�5D"�)��	��Q1.	U�� K�zpY���-�A'"���#�������)�h	��
',���)�
�)�;���?��	����,�)VZÃ+	��#�
�)_�pw|js�tQu�v�x
���"�%	����X��7�u�	���	�����O��-��7��-	��(�)�.���-����	��
�-�E�/_��� (���Æpw|j}�xQ~Q� �����,�R	U�#�X��7(u6	���	����-O�����7���	��,�)�)VB p |�s�tQu�v�xY����7(�-	��(��7,�-�)�S�-�<G"�,�S�- (�@s�$# 67(�=���E$&����'4���-	U��	���� ���,�0�?���L�)	������6>?����7(�)�L��*2�
�����-��	Uu@�����-�E����O�	��gfX�)���-���6D"�)�-�9*3�����B pw|�s�tQ�?e�c?>�å
���6�����!*3���2�C1!��$&���"�
�E$&7���	�>����-�������h�-7(D4�(	��������"���������������;�#�X$# (�)$#�6	��(�9�- (�
�	:4�E$H�:��*M�C�#���-�-	��(�%� ����7(D(���=�- (	U*Ù��y�{ 	U�����#�?�-	����<���%�-���A	�*`�- (	��:1F��7(���<�������A� �-7(D�B
��	��������,�����(������	���	�D(���B pw|�s�tS>y²?>�æSåX���6������*3���h�X�-���������-7(D4�(	��������"�����)���)�
�)�;�0*3�-���§�� (�MD4���-�-��� ��*;�� (�M���?���-	�u
�� ,�?�X	��I$����@���?*3�)��O%�-�&�.����°������B pw|�s�tyçxèXs�$&���
',7��-�E�.�=�������,�
*3����� ��	�>��)�R�)���)�
�)�;���2��*�fX�E�-�-���6D4�����9�����-��	UuB pw|jxfe�} ��'('(��	��E�.�
'(�����(���-�������-	����B |�s�tQuwv�x?L���7(u6	���	����-O ����7(�-	��(���-�%$�����'(7����L�- ,�9s�$# 67(�I���E$&���
'4���-	��-	����Y���,�-�P���.�)	�������B
>?����7(�E�2��*`�9�����-��	Uu%	��gfX�E�-�-���6D4�����=*3���-�87,�
	��(��������7,D(����B}�- (	�*Ù�Zy�{ ����������	U�� (�B |�s�td²S>juN�-���"�(�A�97(�U��	�',���@�
 (	�*Ù���=�- ,�-��7(�� þ�Q�-�������T���?���-	�uS�-�K�-���% (�?1 $&���"�
�E$&7���	�>��
�-�������T�
7,D4��	��������,���`�����������;�#�A���������6�(	UG,�E�SD;O �-7(D,�-�)a;7(���;�=�- (	�*Ù���L	��þ��� �P:����-�L�-�
���?u�	���	"°)�:�� (�L�67(�=D4���I��*^D,7(�����)�B |�s�tdc��?L
$&����'(7��-�E�2�- ,�=s�$# 67(�2*t��$&�-����	�°)�?��	����%��*+��$&���
',����u x�ÖYx �����-��	UuB p |j}QxQ~Q�Q�
$&����'(7��-�E�.�
�����5���.�����4��*h�� (�L����*Ù�X���,�0�?���2��	��� ��2��	����)�6>��)$&�-�����F��*��9$�����'(���&u

7('('4���.���-	����(��7(�����2���?�-��	�uB pw|�s�t�}Qx?>
�
����>��)�2�9�-��	����(��7,�����2�-O��C����� 1.	��- Q��$�����	��(�9�-��'(����>����;�2�?>������,�?1é?Ýyê�Ý�é?ÝyØ0Ö0Ý�âëxì�í4î�ïfð�ì�ñ�ò½ó2ôNõxõÙôNö�î�óÑð �q �£� E�÷�+ëX�`òP£¤ê�¡}�!¢¤�. E£¤�
�.�Cë&í}��íy¢¤êHë!ê#�;ñ+�C���y�Cë)ò��C��îM�!ìE£ í�¢¤�y�P¢ ��í4ûMü%¢ í;(
�C�}��íy¢¤êHë;�&ø'CX/�ù�ú�ù�û`-V<qü�ý�8%6=60+]þ�:�@�8�4%/4ù�ÿHõ& P¢��Y���
ðE� � £¤��ê � ��îHêHëEëP�4�+��í�¢¤êHë?�#£)÷��#ò�êH�}��íyêH�y�Mé��C¡}�PëE¢¤¡-�#£
�h�
 �êH�tí � �+÷�(Ù� ù ôF(Ùéh��(?�
ðP¢)õ��q �£� E�ëxô ����� î��+ð	�Çð;î?ó�
�ñ
�yì ��� ì?î���ð���ð îdì�ñ�ò���í õ2î��Ñðø�q � &)P� � �P¢¤îH�P£ �� P�#�}�#£¤£¤�C£(�#£¤îHêH��¢ íy�P�ÿ��êH�+í��E�
��� � ìE¡Cíy¢¤êHë=ê#�0�IëEêHëP�y�)�.�.�fí��y¢¤¡T�X��íy��¢ ðIíyê5òP£¤ê�¡}��ìP E ��C�;(Ùñ+�C���y�Cë)ò��C��îI��êH�y��� ù êH�. PìEíy�
�`ô)¡C¢¤�
ëE¡
�C�
���C Eí
�/é��C¡}�PëP¢¤¡
�#£��h�C �êH�yí ù ô�(� &)N(ìð�ð��zä��?�Cò;� é�õÔÿ+ëP¢ ï&�C���y¢ íÙ� ê#�Mé��CëPëP�C���y�
�Hõ ú ëPê
ð)ï)¢¤£¤£¤�Hõ0éh�T�4÷ � (
ø��+ù�ú \=êH�y�)¢¤ëPî!�+ê#íy��� $�£E�ëxö&ì����
��
 � ò?î��Ùð��¦ð î��! 

�í4î���ð;î��Ùö&ôNì ��� î#" ð î-ó%$ "'&pô)(�ô	ò*
?î!+�ð î0ó2ô�õxõÙô	ö©î,��ð îfó' �í ö&ö�
�ñfî,-pð î0ó�
�ñ�.
�yì ��� ì?î���ð î#/�ì�õxõÙì � ö&í ñ
�0î��¦ð î,/�ô	ñ ��� î�0Ñð î,10ô32©í42�ô32dî," ð î,�52�ì�ñ�ö&ô � î���ð î#��ì�ö6�yô � î-óÑð îfì�ñ�ò
�7 �ì�ö&ô � î*8!ð9�2ðø�q � P¢)�býj[=>6:9;=<�;ãþ�>@?w.=6T1'.3A	B 4%-"+F6-��ôN3 � �
õ ø �P¢¤£ö� � �C£¤ P�P¢ö�Eõ ø�� �

�! 

�í4î=��ð î{ó2ô�õxõÙô	ö©îC��ð;îwó' �í ö&ö�
�ñ?îD-pð îwó�
�ñ*��ì ��� ìfîC��ð î=E�FG2 � 

H
�� 

5(fîI�dð îD1-ô)2©í42©ô)2dî=" ð îI�52�ì�ñ�.ö&ô � î9��ð;î*��ì�öJ�yô � î?óÑð î¦ì�ñ�òK�L �ì�ö&ô � î98ãð9��ðø�q � �¡E� 3ÙëP�yí��#£¤£ö��íy¢¤êHë=îHìE¢ � �T��êH�`ô�¡-�#÷ �+ø��+ù�ú �



���
�����j�R�%� �T�M�j���2�Y� � ���w��� �%�%�����%�V�F�R�X�F���Q� �%�%���F�
�
�=�%�±� �����5�V�F�N� � �&5
ù êH�. PìEíy�C�2ô)¡C¢¤�CëP¡C�C�)���C Eí
�(é��C¡}�PëP¢¤¡
�#£/�h�
 �êH�tí ù ô�(� �¡
(7ð�£ " ä��L�#�y¡}��é�õ�ÿ^ëP¢ ï&�C���y¢ íÙ�9ê#�^é��CëPëP�C���y�C�&õú ëPê
ð)ï)¢¤£¤£¤�HõPé0�F�E÷ �+ø��^ù/ú \9êH�y�)¢¤ëEî2�+ê#íy���  ��E�ó�
�ñ
��ì ��� ì?î���ð5��ð	ì�ñ�òNM?ì�ñ¸ò�ôN0�ô	í4O�ñ?î�8ãðø�q � �ðE� �h� � ìP¡fíy¢¤êHë2í�êM¡CêHë � �CëP�y� � ��êH���KêHë � ¢¤�yíy��¢¤òEìEí�� �
�.�C�.êH�y�X�#�y¡}�P¢ íy�C¡CíyìP�y�
�
�
<Ô>�1;>�G"G 6TG{þ�:�@�8�4%/2-DC�<%ÿ�PHõ� P¢N�Q�N �£�ðE�

0R
�öJH�Sdî90�ð9/ãð¦ì�ñ�òTM?ì�ñK�9
�ì�ñ?î#�2ð9U{ðÓ�q � �$E�WV¯>�/21'- X%þ�:�@98�4�/7>�/2-":FCX.Rä�éh�E¢¤� � � � � é���é0�P��Y�êH�PëP�
ñ+êH E�)¢¤ëP�Ôÿ+ëE¢ ï&�
�y��¢ íÙ� ø �y�C���-õN�0�#£ íy¢¤�.êH���HõP�e�F�

/�ô	ñ ��� î*0Ñð;î���ì)25��í ñ*F&î�óÑð î�ì�ñ�ò�ó�
�ñ
�yì ��� ì?î
��ð �q � P¢)� �  ?�#�}�#£¤£¤�C£�¢¤�. P£¤�C�.�
ë&í���í�¢¤êHëIê#�6íy�P�MëPêHë%(
�y�)�.�.�fí��y¢¤¡FûTüK�#£¤îHêH��¢ íy�P� ��êH� � ¢¤�yíy��¢¤òPìEíy� � �.�
�.êH�t�:�#��¡}�P¢ íy�C¡fí�ìP�y�C�-� ù êH�. Pì)í��C�Mô)¡C¢¤�CëP¡C�C�±���C Eí-�
é��C¡}�PëP¢¤¡
�#£0�h�
 �êH�tí ù ô�(4 P¢T(ì��¡�ð�ä��L�#�y¡}��é�õ�ÿ+ëP¢ ï&�C���y¢ íÙ�=ê#�^é��CëPëE�
�y���C�Hõ ú ëEê-ð�ïE¢¤£¤£¤�Hõ(é0�F��÷ �+ø��+ù�ú
\=êH����¢¤ëPî2�^ê#í��Z�K�
ð����

�dô3 

�H
�5[fî�8ãðø�q � &)P� é0�P�.¡CêH�. PìEí���íy¢¤êHë
ê#�/�C£¤�C�.�Cë�í��#�y�=ìPëP¢ í��#�y�A�X��íy��¢¤¡C�C�-� ù êH�. PìEíy�C�Tô)¡C¢¤�
ëE¡
�C�
���C Eí
��é��C¡}�PëE¢¤¡-�#£F�^�C �êH�yí ù ô�(4 &)N(ìð����Eõ ÿ+ëP¢ ï&�C���y¢ íÙ�Qê#�.é��CëPëP�C���y�C�&õ ú ëPê
ð)ï)¢¤£¤£¤�HõMéh�T�+÷ �+ø��+ù�ú
\=êH����¢¤ëPî2�^ê#í��Z�Ñ¢NðE�

��ì32��yí ñ
F&îdóÑð9�¦ðø�q � ����]\�4%C�+F>�@)6HCX/7>�G .A:_^'V¯>�/21'-4X%þ�:�@�8�4�/7>�/2-�:�CX.}��Y�êH�Pëe\R¢¤£¤�f���#ë � ô)êHëP�-õ��^�C�
`"êH����õP�=`F�

��ì32��yí ñ
F&îÙóÑð��¦ð?ì�ñ�òa+-ö�F�ñ�ô � î!�Ùðø�q � ���� ù êHë&ï&�C��îH�CëP¡C�Iê#�+�#£¤îHêH�y¢ í��E�.�Tê#� � �
¡CêH�. �êH��¢ íy¢¤êHë
íÙ�) ��
��êH�0íy�P�M�C¢¤îH�Cë�ï#�#£¤ìP�M P��êHòP£¤�C����:�-"C�ù	;9G <	ù�;�8�8�G ù0ÿ�b5cHõj�q Q�	)	¢)�


